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Thomas Bayes
(1701 - 1761)

» Engleski statisticar i filozof

» Autor teoreme o verovatnoci:

P(A,B) P(BIA)P(A)

PAIB) =y =P




Elektrotehnicki fakultet - Obrada prirodnih jezika - Vuk Batanovic

Primena Bajesove teoreme u klasifikaciji

P(y,x) P|y)P(y)
P(x)  P(X)

P(ylx) =

y je klasa, x je podatak
P(y) - prethodna/apriorna verovatnoca klase (engl. prior probability)

P(y|x) - aposteriorna verovatnoca klase (engl. posterior probability)

vV v v Vv

P(y, x) - zajednicka verovatnoca klase i podatka (engl. joint
probability)

» P(x|y) - funkcija izvesnosti (engl. likelihood function)
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Primena Bajesove teoreme u klasifikaciji

P(y,x) P|y)P(y)
P(x)  P(X)

» Klasifikaciona odluka - podatak svrstati u onu klasu koja je za njega
najverovatnija tj. ima najvecu aposteriornu verovatnocu

P(ylx) =

» Ovakvo odlucivanje se naziva Maximum a posteriori - MAP

Ymap = argmax,, P(ylx)

P(x|y)P(y)
P(x)

= argmax,,

= argmax, P(x|y)P(y)
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Primena Bajesove teoreme u klasifikaciji

» Da bi se izvrsila klasifikacija potrebni su P(y) i P(x|y)

» P(y) - zastupljenost klase y u skupu podataka za obucavanje:

_ Count(y)
~ Count(x)

P(y)

» Podatak x se predstavlja pomocu nekih njegovih odlika, kojih ima n:
P(x|y) = P(x1,x2,X3, oo, X |¥)
» Koristeci pravilo ulancavanja uslovnih verovatnoca sledi:
P(x1, X2, X3, oo, Xp|y) = P(xq|y)P(x2, X3, ..., X0 |y, x1)
= P(x1[y)P(x2ly, x1)P (x5, oo, X |y, %1, X2)
= P(x1[y)P(x21y, x1) - P(xn|y, X1, X2, <) Xp
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Naivna pretpostavka o statistickoj
nezavisnosti odlika

» Pretpostavka: odlike koje se koriste pri odlucivanju nisu statisticki
zavisne jedna od druge - poznavanje vrednosti jedne odlike nista ne
govori o vrednosti neke druge

» Ako je tako, onda vazi:
P(x|ly) = P(xq,%x5, X3, oo., X0 | V)
= P(x1|y)P(x2]y) -+ P(xnly)

-1 P

» Time uslovna verovatnoca svake odlike zavisi samo od klase podatka

» Raspodela te verovatnoce - multinomijalna, Bernulijeva, Gausova,...
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Essentially, all models are wrong,
but some are useful.

britanski statisticar George Box

» lako je prakticno uvek pogresna, pretpostavka o medusobnoj
statistickoj nezavisnosti odlika znatno olaksava modeliranje

» U praksi, naivni Bajesovi modeli cesto ostvaruju dobre rezultate - za
pravilnu klasifikaciju nije neophodno poznavanje tacnih vrednosti
P(y|x) za sve y, vec samo njihovog medusobnog redosleda
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Formula za odredivanje pripadnosti klasi

Yumap = argmax, P(x|y)P(y)

n
= argmax,PO) | | _ PGily)
1=

» Broj odlika je cesto veoma veliki, a verovatnoce su u opsegu [0,1]

» Da bi se izbegao floating point underflow umesto mnozenja
verovatnoca vrsi se sabiranje njihovih logaritama:

n
Yuap = argmax, (10gP() + )  logP(xily))
1=
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Raspodele uslovnih verovatnoca odlika

» Razli¢ite raspodele P(x;|y) su pogodne za razliCite tipove vrednosti
odlika x;

» Multinomijalna raspodela

» Pogodna za odlike sa vrednostima koje predstavljaju broj javljanja necega

» Bernulijeva raspodela

» Pogodna za odlike sa binarnim/indikatorskim vrednostima

» Gausova raspodela

» Pogodna za odlike sa kontinualnim numerickim vrednostima
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Multinomijalni naivni Bajesov
klasifikator

» Engl. Multinomial Naive Bayes

v

Pogodan kada vrednosti odlika predstavljaju broj javljanja necega

» Verovatnoca P(x.|y) - odnos izmedu zbirne vrednosti odlike x; u
podacima klase y i zbirne vrednosti svih odlika u podacima te klase:

Count(xs,y)
2, Count(x;,y)

» Ovakav metod odredivanja verovatnoca P(x;|y) se naziva metod
najvece izvesnosti (engl. Maximum Likelihood Estimation - MLE) jer
se njime maksimizuje uslovna verovatnoca/funkcija izvesnosti
podataka nad kojima se model obucava

P(xly) =
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Metod najvece izvesnosti

» Sta se desava kada se odlika x, nikad ne javlja u podacima klase y u
skupu za obucavanje ?

» P(xly) =0
» Model odbacuje klasu y na osnovu samo jedne odlike

» Ovakvo rezonovanje je problematicno jer odsustvo odlike x, u
podacima klase y iz skupa za obucavanje moze da bude slucajno

» Narocito ako je broj odlika veliki, a skup za obucavanje mali - problem
proredenosti podataka (engl. data sparsity)

» Preterana prilagodenost modela (engl. overfitting)

» Korekcija - umesto P(x;|y) = 0 staviti da je P(x;|y) jednako nekoj
maloj nenultoj vrednosti
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Laplasovo poravnanje

» Laplasovo poravnanje (engl. Laplace smoothing) ili aditivno
poravnanje - brojanje zbirne vrednosti odlika u svakoj klasi ne pocinje
od nule vec od neke predefinisane vrednosti a

» Obicho se uzimaa =1

» Verovatnoca P(x,|y) se stoga racuna kao:

Count(x,y) +1  Count(x,y) +1
i (Count(x;,y) + 1) n+ i, Count(x;,y)

P(xly) =

» Laplasovo poravnanje se moze smatrati oblikom regularizacije modela

» Deo verovatnoca javljanja odlika videnih u klasi y u skupu za
obucavanje se preraspodeljuje na odlike koje u toj klasi nisu (jos
uvek) opazene
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Poziciona nezavisnost odlika

» Multinomijalni naivni Bajesov model implicitno pretpostavlja da ne
postoji zavisnost izmedu uslovne verovatnoce odlika i njihove pozicije
u podacima

» Primer: raspored reci u tekstu pri klasifikaciji dokumenata

» Ukoliko su podaci tako strukturirani da postoji redosled izmedu odlika
koje se razmatraju, taj redosled se u modelu ignorise

» U modeliranju tekstualnih podataka ovaj pristup je poznat kao vreca reci
(engl. bag-of-words), pri cemu su individualne reci odlike koje se uzimaju
u obzir

» Ovakva pretpostavka omogucava da se broj parametara modela
drasticno smanji
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Multinomijalni naivni Bajesov
klasifikator

» Count(x;,y) govori o zbirnoj vrednosti odlike x; u podacima klase y

» Ponekad se odlike binarizuju - tada Count(x;, y) govori u koliko
podataka klase y se odlika x; javlja, a ne koja je njena zbirna
vrednost u tim podacima

» U racunanju P(x|y) ucestvuju samo one odlike koje se javljaju (imaju
nenultu vrednost) u podatku x
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Primer klasifikacije teksta - multinomijalni
naivni Bajesov klasifikator

—m

Chinese Beijing Chinese

3
Skup za 2 Chinese Chinese Shanghai C P(C) =7
obucavanje 3 Beijing Macao C 1
4 Tokyo Japan Chinese J P() = 4
Sl 5 Chinese Chinese Chinese Tokyo Japan ?
, 441 5 0+1 1 0+1 1
P(Chinese|C) = 18- 12 P(Tokyo|C) = 18- 14 P(Japan|C) = 18- 14
, 1+1 2 1+1 2 1+1 2
P(Chinesel|]) = cr3-9 P(Tokyol]) = £13-9 P(Japan|]) = £13-9
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Primer klasifikacije teksta - multinomijalni
naivni Bajesov klasifikator

—m

Chinese Beijing Chinese

Skup za Chinese Chinese Shanghai

obucavanje Beijing Macao

AR

2
3
4  Tokyo Japan Chinese
5

Skup za testiranje

3
3 5 1 1
P(C|d5) < P(C)P(Chinese|C)3P(Tokyo|C)P(Japan|C) = - >< ( ) — X — =~ 0,000174

Chinese Chinese Chinese Tokyo Japan

14 14 14

3
P(J|d5) < P(J)P(Chinese|])3P(Tokyol|])P(Japan|]) = % X (g) x% % ~ 0,000135
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Multivarijacioni Bernulijev naivni
Bajesov klasifikator

» U Cestoj upotrebi u klasifikaciji teksta je i multivarijacioni Bernulijev
naivni Bajesov klasifikator (engl. Multivariate Bernoulli Naive Bayes)

» QOdlike su binarnog/indikatorskog tipa
» Count(x;,y) govori u koliko podataka klase y se odlika x; javlja

» U racunanju P(x|y) ucestvuju sve odlike koje se koriste u modelu, cak
i one koje se ne javljaju (imaju nultu vrednost) u podatku x

» Pretpostavka o pozicionoj nezavisnosti odlika ovde nije neophodna,
jer Bernulijev model po definiciji uzima u obzir samo
prisustvo/odsustvo odlika
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Multivarijacioni Bernulijev naivni
Bajesov klasifikator

» Verovatnoca P(x;|y) - procenat podataka klase y u kojima je odlika x;

prisutna:
Count(xs,y)

PQaly) = ———0 o)

» Laplasovo poravnanje:

Count(x;,y) +1  Count(x:,y) +1
K + Count(y) 2+ Count(y)

P(x:ly) =

» K je broj mogucih ishoda tj. vrednosti odlike x,
» K = 2 kad je odlika x; binarna
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Primer klasifikacije teksta - multivarijacioni
Bernulijev naivni Bajesov klasifikator

—m

Chinese Beijing Chinese

Skup za 2  Chinese Chinese Shanghai C P(C) =
obucavanje 3 Beijing Macao C
4  Tokyo Japan Chinese J P() =
Sl 5 Chinese Chinese Chinese Tokyo Japan ?
. 2+1 3 0+1 1 0+
P(Chinese|C) =513°% P(Tokyo|C) =533°% P(Japan|C) =573
. 1+1 2 1+1 2 1+
P(Chinese|]) = Sr1-3 P(Tokyol]) = T¥1-3 P(Japan|]) = Tr 1
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Primer klasifikacije teksta - multivarijacioni
Bernulijev naivni Bajesov klasifikator

IIIIIIIIIIHMHH!HHHMHHMIIIIIIIIIIBEEI

Chinese Beijing Chinese

Skup za 2 Chinese Chinese Shanghai C P(C) =
obucavanje 3 Beijing Macao C
4  Tokyo Japan Chinese J P(J) =
Sl 5 Chinese Chinese Chinese Tokyo Japan ?
P(Beiji IC)—ZH—3 P(Sh h'IC)—1+1—2 P(M |c)—1Jr
eyying —2+3—5 angnat —2+3—5 acao —2+
P(Beijingl)) = 5= =7  P(Shanghail)) = <=7  P(Macaol)) = 5~
eyingl]) =57 =3 anghail]) = -—— =3 acaol)) = 5—
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Primer klasifikacije teksta - multivarijacioni
Bernulijev naivni Bajesov klasifikator

—m

Chinese Beijing Chinese

Skup za Chinese Chinese Shanghai

obucavanje Beijing Macao

AR

2
3
4  Tokyo Japan Chinese
5

Skup za testiranje

P(C|d5) x< P(C) x P(Chinese|C) x P(Tokyo|C) X P(Japan|C)

Chinese Chinese Chinese Tokyo Japan

X (1 = P(Beijing|C)) x (1 — P(Shanghai|C)) X (1 — P(Macao|C)) =

><1><2><3><3 0,0026
55 575"
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Primer klasifikacije teksta - multivarijacioni
Bernulijev naivni Bajesov klasifikator

—m

Chinese Beijing Chinese

Skup za Chinese Chinese Shanghai

obucavanje Beijing Macao

AR

2

3

4  Tokyo Japan Chinese

5 Chinese Chinese Chinese Tokyo Japan

Skup za testiranje

P(J|d5) « P(J) X P(Chinese|]) x P(Tokyo|]) X P(Japan|])

X (1 — P(Beijing|])) % (1 — P(Shanghail])) x (1 — P(Macaol])) =

1><2><2><2><2><2><2 0,022
4373737373737 "7
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Broje se (sabiraju) vrednosti odlike x; Broje se javljanja odlike x;

Count(x.,y) podacima klase y u podacima klase y

Nije binarnog tipa (ali se moze

e binarizovati) Binarnog tipa
Odnos zbirne vrednosti odlike x; i Procenat podataka klase y
P(x:|y) zbirne vrednosti svih odlika u u kojima je odlika x;
podacima klase y prisutna
P(x]y) Ukljucuje samo odlike koje se javljaju Ukljucuje sve odlike koje
X (imaju nenultu vrednost) u podatku x  se koriste u modelu
Laplasovo Count(x;,y) + 1 Count(x;,y) + 1

poravnanje n+ Y, Count(x;y) K + Count(y)
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Razlike izmedu multinomijalnog i
Bernulijevog modela u klasifikaciji teksta

» Pretpostavka o pozicionoj nezavisnosti odlika
» Multinomijalni model - potrebna
» Bernulijev model - nepotrebna

» Binarizovan multinomijalni model nije jednak Bernulijevom!
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Generativni modeli

» Modeliraju zajednicku verovatnocu klase i podataka P(y, x)
» Na taj nacin se modelira proces generisanja podataka odredenog tipa

» Naivni Bajesov klasifikator je generativni model - aposteriorna
verovatnoca klase se dobija iz zajednicke verovatnoce preko Bajesove
teoreme:

P(y,x)

P(x)

P(ylx) =

» U generativne modele spadaju:
» skriveni Markovljevi lanci (engl. HMM - Hidden Markov Models)
» Bajesovske mreze (engl. Bayesian networks)

» latentna Dirisleova alokacija (engl. LDA - Latent Dirichlet Allocation)
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Prednosti naivhog Bajesovog
klasifikatora

Jednostavnost
Brzina ucenja i klasifikacije - dovoljan jedan prolaz kroz podatke

Nije osetljiv na irelevantne odlike

Dobro se ponasa kada postoji veci broj podjednako vaznih odlika

vV v v Vv Vv

Interpretabilnost - veca tezina pridruzena odredenoj odlici znaci da je
ona vaznija pri odlucivanju

Direktno je primenjiv na viseklasnu klasifikaciju

v

» Model se lako moze azurirati novopristiglim podacima
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Mane naivhog Bajesovog klasifikatora

» (Netacna) pretpostavka o statistickoj nezavisnosti odlika

» Kada su dve odlike korelisane dolazi do duplog brojanja - daje iskrivljene
procene o vaznosti odlika

» Vrednosti aposteriornih verovatnoca koje model daje su cesto znatno
iskrivljene u korist najverovatnije klase
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Upotreba naivnhog Bajesovog
klasifikatora

» Cesto se koristi kao baseline zbog svoje jednostavnosti i brzine

» Cesto postize bolje performanse od sloZenijih modela kada je
dostupno malo podataka za obucavanje

» Zbog brzine je kompetitivan i kada je dostupno puno podataka
» Rasiren algoritam u klasifikaciji tekstualnih podataka
» Multinomijalna varijanta (sa binarizovanim odlikama) obi¢no najbolja

» Primene - detekcija spama, analiza sentimenta, klasifikacija teksta po
temama, analiza autorstva,...




